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1 Introduccion

Antes que nada, dado un orden imaginario O, por “campo de clases” de O me referiré al ring class field de

0.
El teorema principal de este documento es el siguiente:

Teorema 1.1 (Teorema principal de la teoria de multiplicacién compleja). Sea @ un orden en un campo
cuadratico imaginario K, y sea a un O-ideal fraccionario propio. Luego el complejo j(a) es un entero
algebraico y K (j(a)) es el campo de clases del orden O.

2 Preliminares

Partimos con un teorema probado en la charla pasada.

Teorema 2.1 (Primos que escinden, Parte I). Sea n > 0 un entero y L el campo de clases del orden
Z[\/—n] € Q(v/—n). Si p es primo impar que no divide a n, entonces

p=a+ ny2 <= p escinde completamente en L.

Proof. [C, Teorema 9.4]. O

Resulta que algo parecido sigue valiendo cuando estudiamos los primos de la forma z? + xy + &T”y? El
ejercicio 9.3 del libro de Cox nos pide formular y probar este resultado. Obedientemente obtenemos:

Teorema 2.2 (Primos que escinden, Parte II). Sea n > 0 entero con —n = 1 mod 4. Sea L el campo de
clases del orden O de discriminante —n en K = Q(v/—n) (si n es libre de cuadrados, O = Ok). Si p es un
primo impar que no divide a n, entonces

1
p=ax?+ay+ <Zn) y?> <= p escinde completamente en L.

Proof. Sabemos que —n = f2dg donde f es el conductor de @. Sea p un primo que no divide a n. Luego
p 1 di asi que p no ramifica y p t f. Probaremos las mismas equivalencias que en la demostracién del
Teorema 2.1 en Cox, i.e, probaremos

1 _ _
p=2a’+ay+ (T) y? < pOk =pp, p # P, p principal en O
> pOk =pp, p #0, p € Pr(f)
> pOx =pp, p#h, (L/K)/p) =1
<= pOx =pp, p # P, p escinde completamente en L

<= p escinde completamente en L.



Veamos la primera equivalencia. Sea w = H¥Y=" =" Sip=a?+ay+ (ITT”), entonces p = (z + wy)(z + Wy).
Sea p = (z + wy)O. Este ideal es primo pues tiene norma igual a p. Luego pp es la factorizacién prima de
pen Ok v p # p pues p no ramifica en K. Por ultimo, p es principal por construccién. Para el converso,
escribimos p = (z + wy)Ok y entonces

_ 1
pOk = pp = (z + wy)(x + wy)O = (m2 + xy + ( Zn> y2)(9K.

Asi, pu = 2% + zy + (1+”) y* para una unidad u € Ok. Pero el lado derecho es un ntimero real positivo, asi
que u© = 1 y obtenemos lo pedido.

Las siguientes equivalencias siguen igual que en el caso del Teorema 9.4 del Cox. O
Seguimos con un resultado que permite comparar extensiones de un campo de nimeros mediante el conjunto
de los primos que ramifican en las respectivas extensiones.

Sea K un campo de numeros y sea Px el conjunto de todos los primos finitos de K, i.e, ideales primos de
Ok. Dada una extensién finita L/K definimos el conjunto

S/ = {p € Pk : p escinde completamente en L}.

Si L no es Galois, con p escinde completamente nos referimos a que ey, = fp, = 1 para todo ‘B en la
factorizacién prima de pOr..

Por tltimo, dados dos conjunto S y T, decimos que S C T si S C T U X para algtin conjunto finito X, y
decimos que S=TsiSCTyTCS.

Proposicién 2.3. Sean L y M extensiones finitas de K.
(a) Si M/K es Galois, entonces L C M <= Syx C Sp/k-
(b) Si L/K es Galois, entonces L C M <= SM/K C Sr/k donde
S’M/K := {p € Pk : p no ramifica en M y fy,, = 1 para algin B D pOps}

Proof. [C, Proposicién 8.20]. O

Notemos que si L y M son Galois sobre K, entonces L = K siy solo si Sy = Sp/k-

Uno de los ingredientes principales en la demostracién es la ecuacion modular. La construccién de esta y
sus propiedades estan explicadas en el libro de Cox. Sin embargo, es harto trabajo y no la incluiré en este
documento. Enunciaremos sus propiedades a continuacién.

Empezamos definiendo un conjunto particular matrices. Dado m un entero positivo, definimos

C(m):{(S Z)ad:m,a>0,0§b<d, ng((L,b,d):l}

Ademds, recordemos que para un complejo 7 € h (semiplano superior complejo), definimos j(7) := j([1, 7]).

Teorema 2.4. Dado un entero m > 0, existe un polinomio ®,,(X,Y) € Z[X,Y] tal que:

(a) SiT € b, entonces @ (X, (7)) = [L,ec(m)(X —j(oT)).

(b) @,,(X,Y) es irreducible como polinomio en X.

(¢) Dpp(X,Y) =D, (Y, X) sim > 1.
)

(d) Si m no es un cuadrado perfecto, entonces ®,,(X, X) es un polinomio de grado superior a 1 cuyo
coeficiente lider es +1.



(e) Si m = p es primo, entonces

O,(X,Y) = (XP — Y)(X — YP) mod pZ[X, Y]
Proof. [C, §11]. O

La ecuacion modular de peso m es la ecuacién
?,,(X,Y)=0.

En la siguiente seccién estudiaremos las soluciones de la ecuacién modular.

3 Subreticulos ciclicos

Dado un reticulo L C C, decimos que un subreticulo L' C L es ciclico de indice m si L/L = Z/mZ. El
resultado principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 3.1 (Soluciones de la ecuacién modular). Sea m un entero positivo. Si u,v € C, entonces
®,,(u,v) = 0 si y solo si existe un reticulo L y un subreticulo L’ C L ciclico de indice m tales que u = j(L')

yv=j(L).
Antes de la demostracién necesitamos el siguiente lema.

Lemma 3.2. Sea 7 € hj y considere el reticulo [1,7]. Sea L’ C [1,7] un subreticulo. Las siguientes son
equivalentes:

(a) L' C [1,7] es ciclico de {ndice m.

(b) Existe un dnico o = ( g Z

> € C(m) tal que L' =d[1,07].
Proof. Un subreticulo L' C L se puede escribir como [aT + b, et + d]. Por el Corolario 5.3 del apéndice de
algebra lineal tenemos que L' es ciclico de indice m si y solo si ged(a, b, ¢,d) =1y |ad — be| = m.

Supongamos que L' C L es ciclico de indice m. Afirmo que L’ se puede escribir de la forma [d, ar 4+ b] donde
d es el entero positivo mas pequeno en L'. Como m € L', L' NZ es no trivial y entonces L' N 7Z = dZ. Es
claro que d es el entero mas pequenio en L'. Ahora, L’ tiene rango 2 asi que L'/dZ tiene rango 1. Probemos
que ademsés dicho cociente es libre de torsién. Sim # 0y a = ar +b € L' cumple ma € dZ, entonces
mat + mb € dZ y se deduce que a = 0. Pero luego a = b € L'’ NZ = dZ y prueba que L'/dZ es libre
de torsién. Esto implica que L'/dZ = Z. Finalmente, si escogemos o € L' que se mapee al generador de
Z = L' /dZ, entonces obtenemos L' = dZ + aZ, i.e, L' = [d,a]. Como L' C [1,7] podemos escoger o« = at +b
para algun a,b € Z.

Podemos asumir a > 0 y entonces ad = |ad| = |ad — b - 0] = m. Restando un multiplo apropiado de d a
at 4+ b podemos asumir que 0 < b < d. Ademsds, ged(a,b,d) = 1 puesto que L' C L es ciclico. Esto muestra

que 0 = < g Z ) € C(m). Luego

ar+b
d

L' = [d,ar +b] :d[l, }:d[l,aﬂ.

/ /
Ahora supongamos que L' = d[1,07] = d'[1,0'7] para ¢ = ( 8 Z >, o = ( C(L) Z/ ) € C(m). Luego
[d,at +b] = L' = [d',d'T + V]. Esta igualdad implica inmediatamente que d = d’, puesto que d es el entero
més pequenio en [d,at + b] = L' y d’ también. Como a'd’ = ad = m, sigue que a = a’. Luego

[d,at + b] = [d,aT +V'].



Pero entonces
V—b=ar+bV — (ar +b) € [d,ar + b].

Como d es el entero mds pequetio en L', d | (' — b) y como 0 < b, b < d se deduce que b’ = b. Con esto
terminamos (a) = (b).

(b) = (a) es evidente por el primer parrafo, ya que una matriz en C'(m) satisface las propiedades necesarias
para ser un subreticulo ciclico de indice m. ]

Ahora sf vamos a la demostracién del Teorema 3.1.

Proof. Por el lema anterior, si L' = d[1,07] C [1,7] = L es un subreticulo ciclico de indice m, entonces
J(L) = j(d[L, o7]) = j([1,07]) = j(oT).

Por el Teorema 2.4.(a), @,,,(j (L), (L)) = @ (j(o7), (7)) = 0y deducimos que las soluciones de ®,, (X, j(7))
son exactamente los j(L') para subreticulos L' C [1, 7] ciclicos de indice m.

Si u,v € C son tales que ®,,(u,v) = 0, usamos la sobreyectividad de j: h — C para encontrar 7 € h tal que
v=7j(7) =j([1,7)]. Luego u = j(L') para un subreticulo ciclico de indice m en [1, 7] por la parte anterior y
el teorema esta demostrado. O

Para probar el Teorema Principal 1.1 aplicaremos la ecuacién modular a reticulos con multiplicaciéon compleja.
El punto clave es que dicho reticulos tienen subreticulos ciclicos especialmente interesantes. Necesitaremos
la nocién de ideal primitivo.

Dado un orden imaginario O, un O-ideal propio es primitivo si no es de la forma da para un enterod > 1y
un O-ideal propio a. La relacién entre ideales primitivos y subreticulos ciclicos viene dada por el siguiente
lema:

Lemma 3.3 (Subreticulos de un O-ideal fraccionario propio). Sea O un orden imaginario y sea b un O-ideal
fraccionario propio. Luego dado un O-ideal propio a, ab es un subreticulo de b de indice N(a), y es ciclico
si y solo si a es primitivo.

Proof. Podemos asumir b C O reemplazando posiblemente por un multiplo de b. Luego la secuencia exacta
0—b/ab— O/ab — O/b — 0

implica que [b: ab]N(b) = N(ab) = N(a)N(b), de modo que [b : ab] = N(a).

Supongamos que b/ab no es ciclico. Ahora, por el teorema de clasificacién de grupos abelianos finitos
debe ocurrir que b/ab contiene un subgrupo isomorfo a (Z/dZ)? para un entero d > 1, es decir, existe un
subreticulo b’ que cumple ab C b’ C by b’/ab = (Z/dZ)?. Nétese que db’ C ab y como b’ es libre de rango
2, b'/db’ = (Z/dZ)?. Esto implica que db’ = ab y entonces a = db’b~!. Como b’ C b, b’b~! Cbb™! =0y
entonces a no es primitivo (es igual a d > 1 veces el ideal b’b~1).

Ahora supongamos que a no es primitivo y sea d > 1 entero tal que a = da’ para un O-ideal propio a’. Como
a’b el libre de rango 2, a’b/ab = (a’b)/d(a’b) = (Z/dZ)? y entonces la contencién a’b/ab C b/ab implica que
b/ab no es ciclico. O

Cuando apliquemos este lema, a solera ser un ideal principal aO. En este caso, aQ es primitivo si y solo si el
elemento « es primitivo, i.e, no es divisible por d > 1 en 0. Usando ademds que N(a®) = N(«) obtenemos
el siguiente corolario de nuestro lema:

Corolario 3.4. Sea O un orden imaginario y b un O-ideal fraccionario propio. Luego, dado a € O, ab es
un subreticulo de indice N(«) y es ciclico si y solo si « es primitivo.



4 Demostracion

Ha llegado la hora de la demostraciéon del Teorema Principal 1.1.

Proof. Sea a un O-ideal fraccionario propio, donde O es un orden en campo cuadratico imaginario K.
Debemos probar que

(i) j(a) es un entero algebraico.
(ii) K(j(a)) es el campo de clases de O.

Para (i) usaremos la ecuaciéon modular. Sea f el conductor de O, de modo que O = [1, fwg]. Luego

_ fPdr(dg—1) 2
- 4

a:= fwg € O es primitivo (obviamente) y N(«) no es cuadrado. Ciertamente, si N(«a) = ¢*,

entonces
fldi(dg — 1) = (2¢)°.

dic(dic — 1) = <2fc>2

Pero al menos alguno entre |dx| y |[dx — 1| no es un cuadrado y ademds son coprimos, asi que su producto
no es un cuadrado, contradiccion.

Como f? | (2¢)?, f | 2c y entonces

Como nuestro « es primitivo, se sigue que aa C a es un subreticulo ciclico de indice m := N(«).

Luego por el Teorema 3.1 sigue que

P (j(a),j(a)) = Pm(j(aa),j(a)) =0
donde usamos que j(aa) = j(a) (a y aa son evidentemente homotéticos).

Por el Teorema 2.4, ®,,(X, X) € Z[X] y es ménico pues m = N(«) no es un cuadrado (aha!). Esto prueba
que j(a) es un entero algebraico.

Ahora pasaremos a la demostracién de (ii). Sea L el campo de clases de O y sea M = K(j(a)). Para probar
L = M estudiaremos los conjuntos Sz,/q y Syr/q en vista de la Proposicion 2.3.

Partimos afirmando que
St/ = {p primo : p = N(a) para algin a € O}. (1)

Demostracion de (1): Sea f el conductor de O y D = f?dx < 0 su discriminante. Supongamos primero
que D = 0 mod 4. Afirmo que O = Z[/—n] para un entero positivo n. Ciertamente, si 4 | df, entonces
Ok = Z[\/dk /4] y luego O = Z[\/f2dk /4]. Haciendo n = —f2dy /4 obtenemos la afirmacién. Si 4 { d,
entonces O = Z[(1 + v/dk)/2]. La condicién 4 | D obliga entonces a que f sea par y esto obliga a su vez a
que O = Z[\/(f/2)?dk]. Nuevamente, haciendo n = — f2dy /4 obtenemos la afirmacién. Prosigamos. Por el
Teorema 2.1, salvo que p divida a n o p = 2, p escinde completamente en L si y solo si p = 22 4+ ny? = N(a),
con a = x + yy/—n € O. Esto prueba nuestra afirmacién en este caso.

Si D =1 mod 4, entonces n := —D es positivo, congruente a 3 mdédulo 4 y O es el orden de discriminante
—n en Q(v/—n). Luego aplicamos el Teorema 2.2 y obtenemos que, salvo que p | —n o p = 2, p escinde
completamente en L si y solo si p = 22 + zy + (“KT”) y> = N(a), donde o = = + (@) y € 0. Esto
demuestra la afirmacion en el caso que faltaba.

Sigamos con la demostracién. En la charla pasada vimos que L/Q es Galois, asi que la Proposicién 2.3 nos
dice que L C M siy solo si Sz C Sm/o-

Tomemos p € Sy /g y asumamos que p no ramifica (solo finitos primos lo hacen asf que no hay problema). Por
la Proposicién 5.4 (ver apéndice), tenemos que N := [Opr: Ok[j(a)]] es finito, asi que excluyamos también
los divisores de N.



Por la afirmacién (1), p = N(«) para un a € O. Luego « es primitivo pues su norma es un primo y entonces
aa C a es un subreticulo ciclico de indice p. Por el Teorema 3.1

®p(j(a),j(a)) = ®p(j(a), j(a)) =0

y la parte (e) del Teorema 2.4 nos dice que

0= ®,(j(a),j(a)) = —(j(a)” — j(@)* + pQ(j(a), j(a))
para @ € Z[X,Y]. Como j(a) € Op, Q(j(a),j(a)) € O .

Ahora sea 3 un primo en M que contiene a p. Luego pB € pOyr D B y entonces la tltima ecuacion implica

§(@)” = j(a) mod . (2)

Como p escinde completamente en L, lo hace ya en M y entonces p € p C R para algin ideal p de norma p.
Esto implica o = a mod P para todo a € Ok y junto con (2) obtenemos que la misma congruencia vale
para todo o € Ok[j(a)]. Como p{ N, la parte (b) de la Proposicién 5.4 indica que la misma congruencia
vale para todo a € Opy. Luego a — oF es la identidad en Oy /B, de modo que |Oy/B| = p y entonces
Jp/p = 1. Como ‘B era cualquiera que contiene a p sigue que p escinde completamente en M. Esto muestra

Sr0 C Smyg y M C L en tultima instancia.

Lo que acabamos de probar no solo muestra que M C L sino que j(a) € L para todos los O-ideales

fraccionarios y propios a. Sea h = h(O) y sean ay,...,a, representantes de clases en O. Luego j(b) (para
cualquier b) es igual a algin j(a;),...,j(a) y ademas los j(a1),...,j(ay) son todos distintos. De esta forma
A= ]G (@) = (a))
1<j

es elemento no nulo de Oy, (observacién que usaremos después).

Para probar la inclusién L. C M usaremos el criterio
Smjq € St/g

de la Proposicién 2.3. Sea entonces p € S M/Q, 1-€, p no ramifica en M y fy/, = 1 para algin primo B en Oy
que contiene a p. Asumamos ademds que p 1t f y p, A son coprimos en Op. Estas suposiciones adicionales
solo excluyen finitos primos, ya que pedir p, A coprimos en Oy, es lo mismo que pedir p { d con AO;NZ = dZ
(posiblemente d = 0). Tomamos un p en Ok tal que p € p C P y notamos que f,, = 1 pues fy, = 1. Luego
N(p) =pconp € Ok.

De la charla anterior sigue que p N O es primo en O y de igual norma a p, i.e, N(p N O) = p (usamos p 1t f).
Si logramos probar que p N O es principal estamos listos, pues en dicho caso p = N(a) = N(aQ) para algun
a € Oy entonces p € Sp, /g por la afirmacién (1).

Sea @’ = (p N O)a. Para mostrar que p N O es principal, mostraremos que [a'] = [a] en O. Como p N O tiene
norma p, @’ C a es un subreticulo ciclico de indice p. Luego ®,(j(a),j(a)) = 0. Usando nuevamente la parte
(e) del Teorema 2.4 obtenemos

0=,(j(a),j(a)) = ((a)" = () (§(a") = j(a)") + pQi(a"), j(a)) (3)

para un polinomio Q(X,Y) € Z[X,Y]. Sea P un primo en L que contiene a B. Como j(a') y j(a) son
enteros algebraicos en L, tenemos que pQ(j(a’),j(a)) € pOr, C P. Por (3) deducimos que

j@)P =j(@)mod B o j(a)=(a)” mod P. (4)

Como fy, = 1, j(a)? = j(a) mod B y como P C P obtenemos j(a)? = j(a) mod 9. Juntando esto con (4)
obtenemos

j(@)=j(@) mod B o j(a)? = j(a)” mod P.



Como el Frobenius es inyectivo, cualquiera de estas dos condiciones implica
j(a) = j(a’) mod P.

Si [a] # [@'] € O, luego j(a) — j(a’) serfa un factor de A y entonces p y A no serfa coprimos. Esto contradice
nuestra eleccién de p. Por ende, [0'] = [a] € O y esto era lo que mataba la demostracién asi que ganamos. [



5 Apéndice

5.1 Algebra Lineal

Proposicién 5.1 (Forma normal de Smith). Sea A € Mat,, x,(R) donde R un dominio de ideales principales.
Luego existen S, T € GL,(R) tales que SAT es diagonal con entradas di,...,d, que satisfacen:

(i) Los d; son tnicos salvo multiplicar por una unidad de R.

(ii) dq |da |- |dn.

(iii) d; = D’:_’_i(ﬂ) donde Dy = 1 y D; es el mdximo comun divisor de todos los determinantes de los

i X i-menores de A.
Proposicién 5.2 (Cardinalidad del cokernel). Sea ¢ € Endz(Z"™) con det¢ # 0 (o equivalentemente,
inyectivo). Luego | coker ¢| = | det ¢|.

Proof. Sea M = Z"™ y A una matriz representante para ¢. Queremos probar que |M/AM| = |det A|. Si
B € GL,(Z) y el resultado vale para BA, entonces vale para A. Ciertamente B: M — M es un isomorfismo
que lleva AM a BAM. Luego

|M/AM| = |M/BAM| = det(BA) = det Bdet A = det A.

Andlogamente, si el resultado vale para AB, entonces vale para A. Esto nos permite cambiar A por SAT
con S,T € GL,,(Z). Escogiendo S y T sabiamente podemos llevar A a su forma normal de Smith.

Pero luego el resultado es obvio, puesto que coker ¢ = Z/d1Z X --- X Z/d,Z y det ¢ = dy - - - d,. O

Corolario 5.3 (Caso n = 2). Supongamos que ¢ € Endz(Z?) con det ¢ # 0y sea A = < CCL Z ) una matriz

representante. Luego coker ¢ es ciclico de orden m si y solo si ged(a,b,c,d) =1y |ad — be| = m.

Proof. La condicién en el determinante viene de la proposicién anterior. Ademds, ninguna de las condiciones
que se pide depende de la matriz representante. Ciertamente, el determinante no depende, y ged(a, b, c,d) # 1
si y solo si existe una matriz B y un entero e > 1 tal que A = eB. Cambiar de base no quitard el e del
camino asi que no cambiara la condicién ged(a, b, ¢,d) # 1. Habiendo dicho esto, escogemos A representante

de ¢ en su forma normal de Smith. Luego A = ( Cél ; > con dy = ged(a, b, c,d) y do = det(A)/dy. Se
2
sigue que
coker ¢ 2 Z/d1Z X 7./ d2Z,
y entonces coker ¢ es ciclico si y solo si ged(a, b, ¢, d) = dy = 1. ]

Proposicién 5.4. Sean K C L campos de nimero y a € Oy, tal que L = K(«).
(a) N :=[0r : Okla]] < 0.

(b) Sea P un primo en Of y suponga que N () = p/ para pt N. Si B2 = 8 mod P para todo 8 € Ox|a],
entonces la misma congruencia vale para todo § € Or.

Proof. Seam =[L:Q],n=[K:Q]y!l=]I[L: K], de modo que m = nl. Luego Of, es un Z-médulo libre de
rango m y Ok es un Z-mébdulo libre de rango n. Sea f1,..., 8, una Q-base de K. Luego

{Bied :1<i<n, 1<j<1}

es una Q-base de L de cardinalidad m y contenido en O [a].



Ademads, como Of, es un moédulo finito, Ok [a] también. La Q-base y la finita generacién implican que Ok [a]
es libre de rango m. Como Oy, también y O |[a] C Of, obtenemos la parte (a).

Como ged(p, N) = 1, multiplicacién por N es un automorfismo de Or /6. Dado 8 € O, podemos escoger
entonces un 3’ € Oy, tal que N3 = 8 mod B. Notemos que NS’ € Ok[a] por definicién de N. Luego

pP = (NB'P = NPB? = NS =3 mod ‘B

La tercera equivalencia viene de la hipétesis y del hecho que ged(p, N) = 1.
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